Vers une axiomatique des mathématiques

Les images de ce document sont extraites du livre “Logicomix” d’Apostolos Doxiadis, Christos Papadi-
mitriou, Alecos Papadatos et Annie Di Donna (2010 pour ’édition frangaise).

1 Premier extrait

Le protagoniste principal de I'histoire est Bertrand Russell. Dans ce premier extrait, Russell, encore
enfant, découvre pour la premiére fois la notion d’axiome.

Etjen avais !

PAR LIN POINT EXTERIELR
A UNE DROITE, NE PASSE QU'UNE
PARALLELE A CETTE DROITE.

... DONC, COMME NOUS
LE SAVONS PAR LE POSTULAT
DES PARALLELES...

' Pusroiat BE3 ABALLED

3 pucLiDE

PARCE GUE
C'EST UN AXIOME,
MON GARS!

MAIS VOUS AVEZ QUE VAUT DONC
DIT QU'EN GEOMETRIE, | UNE PREUVE Sl ELLE
f L FAUT PROUVER TOUT REPOSE SUR DU

CE QU'ON DIT! NON-PROUVE?
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EUCLIDE DOIT i moment Ae
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A ACQUISES! 5 :
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2 Second extrait

Dans ce second extrait, on apercoit les quatre auteurs de la B.D., qui discutent de ce qu’est un raisonne-
ment logique.

PARFAIT, NOUVEAL PARCE QU'ON APPREND CE
MAINTENANT QU'ON NE SAIT PAS...
ECOUTEZ LA
DEFINITION JLA
D'ARISTOTE. . T

LN RAISONNE-
MENT NOUVEAU

e -

~. PARCE QUE LES N
CONCLUSIONS SONT
INEVITABLES !

PRENEZ
L'EXEMPLE

VU7 A PARTIR DE DEUX

ENONCES PEJA CONNUS, VOUS AVEZ
PRODUIT UNE CONCLUSION

NOLIVELLE ET NECESSAIRE !

N/  QUODERA
N zemonsTRANDUM, [




3 Troisiéme extrait

Dans ce troisiéme extrait, on est de retour avec Bertrand Russell, plus 4gé, qui rend visite au professeur
Frege, un logicien.

Cependomt; i lui wi som Frowedl
Wétaient tvés connus.

Pour ourtomt; je ne Aoutais pas Ae
1 som mportemce potentielle.

Saund que,..
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EXCUSEZ-MOI,
C'EST ICl LA MAISON DU

logiciens we wmétaievt
pas encove fawiliéves,..

E
PROFESSELR
EST-IL CHEZ

C'EST
LN GRAND
HONNELIR
DE VOUS

RENCONTRER.

JE WAPPELLE

RUSSELL.

LE
PROFESSELR,
C'EST MOI. ET B GotHob Fvege Shoit
? ' wn vévirable géamt:

o Matis, biew sk, juste en

v.. Pour commencey, s Aiseut toujours )

exactement ce qulils veulewt Aive |




4 Quatriéme extrait

Dans ce quatriéme extrait, Russell, encore plus 4gé, nous reparle du “postulat des paralleéles” qu’on a déja

rencontré dans le premier extrait.

Maris laissez-wmel vous

Aowner une idée Au climat
intellectuel qui régnait
en 1900...

Je mavaque le point « A au
_tavleau, et je tvace une

'hgue Avolte qul ne passe pas
peawv lul,..

Maintenamt, je vous
pose une
_question,..

Cowmbien pouvons-nous
tracer Ae lignes Avoites
passamt pav « A» pavalléles
A cette Avoike 7

Euclide auvait vépondu
pawell, comme fousles

wmathématiciens Aepuis plus

Ae 2000 awms |

[ volci que ce mot
& evidewmment »
est devewn fres

Lavénement des nouvelles géométvies now-euclidiennes a
subverH la notion A'axiomes comme «vévités évidentes .
Eun £ait; 1| awvait supplaunté la notion wéme A« évidence » |

QUI NE
VOLIDRAIT LEVER LE
VOILE ET VOIR LE FUTUR,
AVEC LES NOUVEAUX
FAITS ET METHODES
QUIIL REVELERA?

Cet esprit ne
trouva nulle pavt
une weilleure

B expression que
Aawns la confé-
rence AHilbert,
«Les problémes
Aes Mathémati-

Sem but Aéclavé était de

Paive un S(AWQ] Ae l’dlve\'\i\f, ’ : .' L'INTUITION N'ALURA

PLUS DE PLACE DANS
NOS PREUVES !

sous la Favm‘e Ae \.ring’l-i-rcis LE& NOlVELLES
vomds problemes irvésolus. -
9 . s MATHEMATIQUES ;
/ NADMETTRONT RIEN QUI sOIT
< INTUITIVEMENT EVIDENT»!
POUR NOLIS, PAS DE VERITE
HORS DU CREUSET
DE LA PRELIVE
RIGOUREUSE!

Mails som Aiscours
Etait suviout un
plaideover pour ume
nwouvelle mentalité
{ aui faisait lirizve
A'une Poule Ae
préjugés.
%’, GUANT AUX
AXIOMES D'UNE
THEORIE...



... CE SONT
LES POINTS
DE DEPART DU PROCESSUS
LOGIQUE. MAIS NoUs
DEVONS ABANDONNER
TOUTE IDEE...

POUR NOUS,
LES DEMONS SONT
CONTRADICTION ET
- | PARADOXE ! POUR QUE LES
| MATHEMATIQUES RESTENT
LA REINE DES SCIENCES,
NOUS DEVONS EN
PROSCRIRE. ..

... TOUT CE QUI
N'EST PAS PUREMENT ET
STRICTEMENT LOGIQUE!

... DE VERITE
«NATURELLE».
AUX AXIOMES,
ON PEUT JUSTE

DEMANDER D'ETRE
LOGIQUEMENT
COMPATIBLES !

QUANT A LA PRELIVE MATHEMATIQUE, NOUS
DEVONS LA
REDUIRE A ... o

... UN
PROCESSUS Sl
L’ABAEITJ‘ONNER

... UNE MACHINE EQUIPEE
P'INSTRUCTIONS
NECESSAIRES POLIR
LES PREUVES!




5 Cinquiéme extrait

Dans ce cinquiéme extrait, Russell nous expose le paradoxe qu’il a découvert et qui porte désormais son
nom. Trois versions de ce paradoxe sont présentées : le paradoxe du barbier, le paradoxe du menteur, et pour
finir, le paradoxe de Russell dans sa version mathématique, au sujet des ensembles.

A ce jouy, j'al écvit Aes Adizaines
Ae livves et des centraives A'avticles.
Vol Aowné Aes willievs Ae

confévences.

v Polty i sacvé pavadoxe
que je Aécouvris cette
aunée-la.

Pavadoxe
qul & wis la
Logique seus

Aessus

Aessous,..

Marls je me

Als que wom wow
vesteva, st tamt est [
qu'il veste,..

En voici un

apevgl,

[lmagwez e
ville ot le vasage
est shvickemen
véglemente.

Chaque homwme
Ffladulte est tenun
lde se vaser tous

Maiis on w'est pas
obligé Ae le faive

En faiit; o lot précise:  J
«Ceux qui we se vasent ||
pos enx-mémes sont

vasés paw le bavbiev. »




«Ceux qui ne se rasent pas enx-memes sout : .
vasés paw le bawbier.s Ca pavalt amodin... Mals, «Qui vaase le I
pris & lo letve, ca méne Avdir au pavadoxe ! barbier 7>

Caw, voyez-vous, la
_question se pose :

|-

ov, Ul ne peut «aller chez
le bavbier», cav cela voudvait Aive
qulll se vaseva lui-méme, ce qul
w'est pas censé faive |

. Eramt bawbiey, ¢ voudvait Aive
aull est vasé par 'homme qui
He rase que,..

« Ceux qui
we se vasent pas
eux-mémes |

A RESSEMBLE
Al PARAPOXE
DU MENTEUR!




... LE CELEBRE
ENONCE
D'ELBOULIDES !

. E N
CONCITOYENS... A L'INSTANT,

JE VOUS MENS !>

«ensewble Ae
tous les ensembles qui
ne se contienment pas

eux-mémes se contient-l
lui-méme 75 La

mternationanx.

Dlaucuus Vont
accuellll avec 4
jote...

paradoxe Ae solides avguments
countve les ePPorts pour asseoir
les mathématiques sur Aes
Londements purement logiques.

/
]

Sem credo vabaché, la
= «logique est stérile»

trouvait une pavtaite

justification...

La publication Ae mon paradoxe ma
vendu célébre Au jour an lendemain
Aaws les cevcles mathématiques

.. Comme Poincawé, qui vit daws le

. &Sl oui, c’est now.
Et si est wom,
clest ouil»

veila, le
&Paradoxe Ae
_ Russell» !

EN FAIT, ELLE N'EST EPSS STERILE : ELLE

L'HOMME
Qul A DIT...

REFLECHISSEZ : 'L MENT, C'EST QUL §
DIT EN FAIT LA VERITE! ET

S'IL DIT VRAL..

Ow Aivenit Aes oons mets
Ae salon. Mails ca vewmet
en caunse la notion
Awensemble s> comme
collection Aéfimie pav une
propriété commune,..

S

GENDRE DES
CONTRADICTIONS !

HA, HA!
E RUSSELL
A FAIT D'UNE
PIERRE DEUX
COUPS : LA
LOGIQUE ET
LA THEORIE DES
ENSEMBLES,
DETRUITS TOUS

LES DEUX!




6 Sixiéme extrait

Dans ce sixiéme extrait, nous revoyons Frege, qui, alors qu'un de ses livres était sur le point d’étre
imprimé, prend connaissance du paradoxe de Russell, qui remet en cause les fondements de la théorie des
ensembles sur lequel est basé son livre et donc, qui remet en cause son livre lui-méme.

S Gu-GUIOl... DETRUIRE LES \|
\ "PLANCHES A IMPRIMER?

HERR PROFESSOR,
DES ANNEES QLI'ON TRIME!
S/ VOUIS N'AVEZ PAS FITIE
DE VOTRE TRAVAIL,
PENSEZ DONC Al
MOINS ALl MIEN !

VOUS NE COMPRENEZ
PAST C'EST

RUCKERE| (JE VOUS EN JMPLORE, j
MONSIEUR, PAS ¢A! [

Finalement, il publia le volume deux des
Fondements de I'Arithmétique.
Mails avec um addendum,

=)

X P
‘“\o.\“

De tous les actes qve©
A'hownéteté Ae
intellectuelle Aout j'ai gon ©
£+é téwmoin, aucum T
wWégale la véaction de =
Gottlob Frege & wmon

paradeoxe.

=

Il w'existe pas Ae plus gromd courage
intellectuel...

... Que dAe Laive passer la Vérité
awemt tout.

(on remarquera simplement qu’en frangais, 'abréviation correct de Monsieur est “M.” et non “Mr.” qui
est 'abréviation anglaise de Mister — qui plus est, 'abréviation états-unienne, en anglais de Shakespeare,

labréviation est “Mr” sans le point)



7 Septiéme extrait

Dans ce septiéme extrait, Russell nous explique le chemin parcouru qui a mené & une nouvelle conception
des ensembles, qui permet maintenant de “soutenir les mathématiques”.

Pouvez-vous yraiment
comprendre I'état Adaws lequel
Jétais alors 7 Mon Adésespoiv a-+-il
le wmoindve seus pouv vous 7,..
Madawme, qu'en Aites-vous 7

... Les profanes
sout souvent, a Aes
avnées- lumiéve Aes
préoccupations Au
philosophe.

Chevs amis,.. je sais
bien que, malgré
tout ce que Secvate
2 pl Cveive,..

Je Adis avouey, ce
1 ~ -
west pas tvés claiy,
Professeur Russell |

Dong, ce que Whitehead et wol
avons fait, en échafandamnt une
Logique sams pavadoxe qui puisse
souteniv les Mathématiques,

Eopharatcradl /| MITHENATIGUES DolveNT
etapes Ae mon
voyage : €1 estla REPOSER QRLA LOGIRUE !
BN 9 Rcor CREELABONNE LOGIGUE
(FONDEE GUIR LES ENSEMBLES)
3. 3¢ TROUVE LE PRRADOXE 1E.
" QUE LA LOGIQUE EST BANCALE "
L, WHITEREAD ET Mol DEVONS

LA REPARER (“PRINCIPIA®),
v Bt w4

Veffort pour la
suvmonter |

' ewvenis

wreche qt.\e]) g
es idées

vepérée Aams

quéte possivle,.. «3 »,
ol jiutevviens, est la
gramde cvise,..

Jal At que les Foudewments Aes
wmathématiques éraient paveils & la
béte mythique qui suppovte 'univers. Oy,
tout ce que wous avous Lait en
essayant de créer um tevvain solide
pour I bte,.. wétait...

Et nous aveous réussi
Aowms wotve tache, &
tous Egavds saud um :
st prefond que nous avyous
creusé, notve systéwme
tres-tves solide veposait
sur Au sable,.. Ou pive,..

- Qulune four de\
Ltovtues», Ae |
ot enoars !
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8 Huitiéme extrait

Dans ce huitiéme et dernier extrait, Russell ainsi que d’autres mathématiciens assistent a un exposé de
Godel qui vient cloturer cette aventure mathématique.

Queamd

kurk GoAel
commenca Ae
pawley, rvéguait
UM sentiment
A'excitation
Pévvile.

... MES RECHERCHES SUR

LA PROUVABILITE DES |
PROPOSITIONS DE
L’ARITHMETIQUE. _

HERE PROFESSELRS
HILBERT ET RUSSELL,
EMINENTS COLLEGUES, JE
VAIS VOUS PARLER DE...

= COMME VOoUS,
IL CROIT QUE LA
LOGIQUE EST LINE
IMAGE DE LA PLUS |
HALITE FORME
VE VERITE!

-

IL EST
\ PLATONICIEN, A DES
ANNEES-LUMIERE DE |
WITTGENSTEIN!
M

LES PUISSANTES ... ET DONC AUSS| DE DEMANDER : <LINE QUESTION
METHODES DES PRINCIPIA \  MATHEMATIQUE CORRECTEMENT FORMULEE ADMET-ELLE
NOUS PERMETTENT, POUR LA B NECESSAIREMENT UNE REPONSE 7»
PREMIERE FOIS DE L'HISTOIRE, ———

DE PARLER D'UNE «QUESTION
CORRECTEMENT FORMULEE »
DANS LES THEORIES DES
MATHEMATIQUES...

AUTREMENT DIT : « TOUT
ENONCE MATHEMATIQUE EST-IL
PROUVABLE... SOIT...

C'EST A CETTE
QUESTION
FONDAMENTALE QUE
J'Al TROUVE LA

L'ENONCE LLI-MEME, REPONSE.

OU - &'IL ENONCE QUELQLIE
CHOSE DE FAUX -
SON OPPOSE?»
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«IL Y AURA TOUJOURS DES
QUESTIONS SANS REPONSE!»

ou,
AUTREMENT
DIT...

—/-' EUH...
HERR DOKTOR, .

VOUS VOULEZ DIRE
«AUXQUELLES ON N'A |
PAS REPONDU» - J

NON, NON.
LE CHAMP DE LA
VERITE ETANT
INFINI, IL ¥ AURA
TOUJOURS DES
QUESTIONS
AUXQUELLES ON
N'A PAS REPONDU.
GA VA DE S0...

JE PARLE BIEN ICI
DE QUESTIONS

JA? AUXQUELLES ON NE

SAURAIT REPONDRE!

CE QUE J'Al PROUVE,
AU FOND, C'EST QUE
L'ARITHMETIQUE, ET
DONC TOUT SYSTEME
BASE SUR ELLE, EST
NECESSAIREMENT
INCOMPLET.

... PONC «GEN-R» N'EST
PAS PROUVABLE... CAR, S'IL
L'ETAIT, IL EXISTERAIT UN «N»
TEL QUE...

Lovs Ae cette
confévence
de Gsdel,
VYauditeive
avait
attendu lay
confivmation
de leur vision
la plus chéve.

Et il eut dveit & tout
autve chose.

TOUT EST
TERMINE !

12



