Cours

0 Intégrale d'une fonction continue positive

bR Unité d’aire
Dans un repére orthogonal (O ; i f'),

I'unité d'aire, notée u.a., est lI'aire du rectangle ayant pour c6té [Ol] et [OJ]

Exemple )
Dans le repére orthogonal (O ; 7, j) ci-contre, I'unité d'aire est l'aire du u.a
rectangle OIKJ.SiOl=3cmet OJ=1cmalors 1 u.a.=3 cm?.

(0]

Intégrale d’une fonction continue et positive sur un intervalle
Soit fune fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b].

Lintégrale de a a b de la fonction f est I'aire de la surface (aussi appelée domaine sous la courbe de fsur
[a; b]) délimitée par :

elacourbe, el'axe desabscisses, e les droites d'équations x = a et x= b, exprimée en unité d'aire.

b
On la note J.a f(x)dx.

Exemple o 1
Soit fla fonction constante définie par f(x) = 2. “
3 T
Alors _[_1f(x)dx=Aire(ABCD) =2%x4=8u.a. A , | Bl x
1o 1 2 3
(CRemarques

b
@ Ja f(x)dx est un nombre réel positif.

@ faf(x)dx = 0 car cette intégrale est I'aire d'un segment.
a

b
® L f(x)dx ne dépend que des valeurs de g, b et f. La variable x est dite « muette » on peut la remplacer par

une autre lettre : _[:f(x)dx = J.:f(t)dt = j:f(u)du. .

Méthode des rectangles inférieurs et supérieurs
Soit fune fonction continue et positive sur un intervalle [a; b]. On partage l'intervalle [a ; b] en n intervalles
de méme amplitude et on construit des rectangles « inférieurs » et « supérieurs ». On note &, , resp. s,

. . b
l'aire des rectangles inférieurs (resp. supérieurs). Alors lim s, = lim s =I f(x)dx.
n—+ow n—+ow a

b
De plus, si la fonction est monotone : s4; < L flx)dx<sd .

¢ Exemple Pourn=4 )
o, [ feadx oA,
2 ) 2 ) 2 i —
ik _—
1 1 1
1 1 x 1 1 1 x x
of 1 2 3 4 of 1 2 3 a of 1 2 3 4
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S0de
=W Déterminer une intégrale par calcul d'aire

Enoncé

Calculer les intégrales suivantes.

a) I:O,Sxdx b) I:‘z(3 -0,5x)dx
[ Sciion 1 P Corseis & wetnoces

a) On trace la courbe représentative de f définie par f(x) = 0,5x ﬂ ﬂTrace’r la coyrbe

sur [0 ; 6] et f est une fonction linéaire continue et positive ¥ B ¢ representative

sur[0; 5] 3 // . de fon€t|on fdans :
6 5 1 un repére orthogonal

Jo 0,5xdx est donc I'aire du triangle rectangle OAB. ﬂ ; :  etidentifier
6 OAxOB 6x3 0 Al x ¢ le domaine sous

D'ou jo 0,5xdx=——"= o 9. ] 2 la courbe.

b) On trace la courbe représentative de g définie par
g(x) =3 -0,5x sur [-2 ; 4] et on identifie le domaine
sous la courbe.

ﬂVériﬁer que la fonction :

.~ “estcontinue et 3
positive sur lintervalle :
défini par les bornes

4
g est continue et positive sur [-2 ; 4] etj 3-0,5xdx - 20 de lintégrale 3
"ai ¢ 2 210 1 2 3 4 grale. :
est |'aire du trapéze ABCD. ﬂ : ﬂ Determier [aire
4 :
D'Ol\JJ. (3—0,5x)dx= ADX(AB+DC) _ 6X(4+1) =15, ﬂ : du domaine sous
-2 2 2 la courbe

CalculerJ.ZSZx dx. | ﬂ Calculer.|‘__41 -2u-1du.

) Exercices 29 a 34 p. 152
yode
En Estimer une intégrale par la méthode des rectangles

Enoncé

6
En divisant l'intervalle [1; 6] en 5 intervalles de méme amplitude, encadrer L In(x)dx. s P —
onseils & Méthodes

m 1 ﬂTracer la courbe

ﬂ y y .~ représentative
2 —— 2 ¢ defonction
1 - 1 —— ¢ fettracer
X e x les rectangles .
] . inférieurs ]
of/1 23456 of/1 23145 6 L uperiours. :
A;=0+In(2) +In(3) +In(4) +In(5) A =In(2) +In(3) +In(4) +In(5) + In(6) ﬂCaIcuIer Iaire
&Qi =In(120) gﬁs =In(720) . " “desrectangles
¢ «inférieurs » :

B On en déduitin(120) < [[ f(x)dx <In(720).

A vous de jouer ! [V

En divisant l'intervalle [1; 6] en 10 intervalles égaux, . +1)(2x+1
L3 Jenaim JdL 9 D% soitre 2241 g M0+ D2 4T
encadrer_[ In(x)dx. 6 )

! Diviser [-2 ; 2] en 10 intervalles égaux, estimer J_sz dx.

) Exercices 35337 p. 152

:  et«supérieurs ».

6 - Calculintégral 143



144

Cours

9 Intéegrale et primitive

(@) Fonction positive
Existence d'une primitive [ovipEo 4

Soit fune fonction continue et positive sur un intervalle [a; b]. Démonstration e
lienmini.fr/maths-c06-04 o fa

La fonction F définie sur [a; b] par F(x)= j:f(t)d: est dérivable sur [a; b]

et a pour dérivée f.

(CRemarque La fonction F est la primitive de fsur [a; b] qui s'annule en a.

Condition suffisante d’existence d’une primitive d’une fonction

Toute fonction continue sur un intervalle de R admet des primitives sur cet intervalle.

(CRemarque Ce théoreme ne donne pas directement une expression explicite de F(x).
Exemple

La fonction In est continue sur [1; 20], donc In admet des primitives sur [1 ; 20].

La fonction F définie sur [1; 20] par F(x) = J?In (t)dt est la primitive de la fonction In qui sannule en 1.
Calcul d’'une intégrale a I'aide d’une primitive
Toute Soit fune fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b]. Soit F une primitive de fsur [a ; b].

Ona j:f(x)dx = F(b) - F(a). On notera communément [F(x)]z =F(b)-F(a).

Démonstration
Pour tout élément a € [a; b], les fonctions x +— fo(t)dt et x— F(x) — F(a) sont deux primitives de fqui
a

s'annulent en a. Elles sont égales et le calcul de l'intégrale ne dépend pas de la primitive choisie.

(®) Fonction continue
Généralisation de la définition de l'intégrale

Soit fune fonction continue sur un intervalle [a ; b] et F une primitive quelconque de fsur [a ; b].

b
Lintégrale de fentre a et b est le nombre réel défini par _[a f(x)dx = [F(x)]z =F(b) - F(a).

(CRemarque La méthode des rectangles s'applique a toute fonction continue.

Relation de Chasles

b
Soit fune fonction continue sur un intervalle [a; c]. Soitb € [a; c].On a j:f(x)dx = L f(x)dx + J;f(x)dx.

I Démonstration

(9 c b c b c
[} feardx = [F)]; = F(c) - Fla) = Flc) - F(b) + F(b) - Fla) = [Fx)], +[F(x)], = | flx)dx + [ flx)d

a

(CRemarque Sifest continue et positive et a < b < ¢, la relation de Chasles est la simple traduction de
I'additivité des aires de deux domaines adjacents.

b
g = by + 5y 0u [ Fx)dx = [ Fx)dx + [ F(x)dxe

totale
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2ode
<
2 Calculs d’integrales avec les primitives des fonctions usuelles

Enoncé
Calculer les intégrales suivantes. : "
o Conseils & Méthodes
2 g 0 gggd (ONSEIS K MENN0Tes |
a)j (-x2 +3x +4)dx b)j x g
+2x ﬂ Chercher une primitive de f
N Solution B e 5
ﬂCaIcuIer I'intégrale c'est calculer
a) La fonction x+— —x2 + 3x + 4 admet pour primitive la fonction F(4) - F(-1).

1,3 4 1, 3 * 269 : ~ i
(s o _§x3 +Exz 545 ﬂ J 1(—x2 +3x+4)dx :[—§x3 " Exz " 4x] S ﬂ : ﬂUn candldatgrlrrglve estin(v). :
3 (In(w(x) =5 dotune :
x+1 : rimitive de’; ;+2x :
b) Soit h définie sur [1; e] par h(x) = Toon On reconnait une expression P g .
X< +2x . .
ressemblant a avec v(x) = X% + 2x et V/(x) = 2x + 2 = 2(x + 1).Donc une primitive est : ﬂCaIcuIer H(e) - H(1). :

v

H:H(x)= % X In(x? +2x) est une primitive de h. ﬂ

e x+1 1 ) ¢ 5 1 1
L x2+2xdx=[5xln(x +2x)]1 = xIn(e? +2¢)- - xIn(2)=T+e~~In2 u

A vous de jouer ! Jl.

E] Calculer les intégrales suivantes. n Calculer les intégrales suivantes.
33x2 -1 2 1 1
a -1?%dx b S x
)_[ ) v dx a) L Gx 3] dx b) jOer dx

) Exercices 38 3 41 p. 152

\‘S\Ode
5 Utiliser la relation de Chasles

Enoncé Conseils & Méthodes
-x+1 six<0
Soit la fonction f, continue sur R et définie par flx)=y . DetermlnerJ. F(x)dav.: ﬂ Décomposer
N solution W € six=0 lintervalle
¢ dintégration [-3; 5]

en intervalles sur
lesquels la fonction  :

f est une fonction continue sur R, elle est donc intégrable. Jif(x)dx = J._03f(x)dx + ij(x)dx ﬂ .

o 0 X2 0 :  nechange pas
'[_3f(x)dx = I_3(—x +1)dx = {—7 + x} =75 ﬂ : d'expression.
=3 ﬂ Calculer chaque
5 5 5
- - B = =5 2 - 5 : intégrale séparément.
Iof(x)dx—joexdx—[ex]o—e =1 ﬂ Onen dedwtj_3f(x)dx-6,5+e . : Ime ? ...... p .........
'I . <] . — . .
Calculer I’intégrale_[ f(t)dt avec f(x) définie par : BEN soit fdéfinie sur = [-1; 1] par:
- : 025543 six<0
xHx+1si—1$x$0etparx'—>—15i0sxS1. T |2x+3 six=0
X+

Calculer l'intégrale de fsur I.
) Exercices 42 a 44 p. 153

6 - Calcul intégral
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(©) Valeur moyenne d’une fonction

Valeur moyenne

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b], on appelle valeur moyenne de f sur [a ; b] le nombre

b
réel p. tel que: = ﬁjﬂ f(x)dx

(CRemarque Interprétation graphique dans le cas d’une fonction J ) =fx)
continue positive

Lorsque fest une fonction positive, on peut dire que I'aire sous la courbe

de la fonction fentre a et b est donc égale a I'aire du rectangle ABCD de D j C

«largeur » b —a et de « hauteur » l1. %Z%%y J=H
x

A@;0) O i B(b;0)
Valeur moyenne

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b] et . la valeur moyenne de f sur[a ; b].

Alorsa<p <b.

e Calculs d’aires a l'aide des integrales

Aire sous la courbe d’une fonction continue et négative
Soit fune fonction continue et négative sur un intervalle [a; b] et C sa courbe représentative.
L'aire du domaine 9 délimité par la courbe %, I'axe des abscisses et les droites d'équations x=a et x=b est

b
égale a —L f(x)dx (exprimée en unités d'aire).

¢ Démonstration
Par symétrie, I'aire du domaine % est égale a I'aire du domaine E, c’est-a-dire |'aire sous la courbe de la
fonction g définie sur l'intervalle [a; b] par g(x) = —f(x). g étant continue et positive, I'aire de & est donc égale
b
a :j g(x)dx (exprimée en u.a.). J
a
%
La primitive de g, G, est égale a l'opposé de la primitive de F: G=-F. 7 p
b b / é
Ja g(x)dx=G(b)—G(a)=—F(b)+F(a)=—(F(b)—F(a))=—_[a f(x)dx - ol :bx
\Q/
(gf

IOIEEY  Aire entre deux courbes

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle | telles que f(x) < g(x) pour tout x € [a; b].
L'aire du domaine délimité par les courbes représentatives des fonctions f et g et les droites
d'équationsx=aetx=bestégalea:
b
[ (gx) - Flx))dx
exprimée en unités d'aire.

Exemple

Soit fet g définies sur 10 ; +o¢[ par f{x) = x et g(x) = x¥*. Comme pour toutx € [0; 1], on ax < ¥,
I'aire du domaine délimité par<6f,<6g et les droites d'équation x=0etx=1est égalea:

2,37
&Q(D)=J‘1(x—x2)dx= x——x— = — u.a
0 2 3 o 6
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sode
2 Déterminer la valeur moyenne d’une fonction

Enoncé
1 B Conseils & Méthodes [

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = —. g B
x Appliquer la formule de la

1. Déterminer la valeur moyenne m de la fonction f sur [2 ; 5]. moyenne.

2. Donner une interprétation géométrique.

i Solution

: 1 s ST, o o (5 1.5
1. fest contmue,m—aszzdx. ﬂOr _L de—[ln(x)]2 —In(ij doncm—glnz.

ﬂ Vérifier que la fonction f est
positive pour interpréter la
valeur moyenne.

2. La fonction f est positive. ﬂ La valeur moyenne calculée est la longueur d'un rectangle de largeur 3 qui a la méme aire

que le domaine sous la courbe sur [2 ; 5].

A vous de jouer ! [V

4
@ Déterminer la valeur moyenne de la fonction m Calculerj f(x)dx sachant que la valeur moyenne
t—e1%sur[o0;2]. !

defsur[1;4]estégalea2. w) Exercices 45 a 49 p. 153

yode
2 Calcul d’aire a l'aide d’une intéegrale

Enoncé

Soit f définie sur R par f(x) = x2 - 4. Calculer :
a) I'aire s comprise entre la courbe et I'axe des abscisse entre
les droites d’équations x=-2 et x = 2.

b) I'aire B comprise entre la courbe et I'axe des abscisse entre
les droites d’équations x=-5etx=1.

C ils & Méthod
a) fest négative entre -2 et 2. ﬂ A= —J._Zz(x2 - 4)dx ﬂ ee sseeces 0NSells & Methores [ .

ﬂ Déterminer le signe de f(x) entre -2 et 2.

3
Une primitive de x* — 4 est x? — 4x donc

2, * T 8 8) 32
.Sﬂ-=—J._2(X —4)dx=—[?—4x]_2=—(—8+§j+[8—§)=?_

b) f est positive sur [-5 ; -2] et négative sur [-2; 1]. ﬂ

ﬂ Ecrire I'égalité entre aire et intégrale.
f étant négative, c'est I'opposé de
I'intégrale de f qui est égale a l'aire
Décomposer l'intervalle [-5; 1] en
sous-intervalles sur lesquels la fonction
est de signe constant, puis calculer
I'intégrale ou son opposé sur chacun
des intervalles.

5 ; e =2 e 1
B=[ (¢ -)dx- [ (¥ - 4)dx R- [? - 4x} - [? - 4x] 3 =36.

=5 -2

A vous de jouer ! [V

3
e g 1 . . 3 1
Soit f définie sur R par f(x)=—. Soit g définie sur R par g(x) = —( Zx - 5) +1.
x
Calculer I'aire comprise entre la courbe et I'axe des 1. Montrer que la solution de g(x) =0 est x = 2.
abscisses entre les droites déquations x = -5 et x = -3. 2. Calculer l'aire comprise entre la courbe et I'axe des

abscisses entre les droites d'équations x=-3 et x = 4.
> Exercices 50 a 52 p. 153
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s .
[B Calculer une aire entre deux courbes

Enoncé
Soit f et g deux fonctions définies sur R par :
flx) =x? -4 etg(x) = (x2 - 4)(x+1).

Déterminer l'aire &4, en u.a., du domaine compris entre
les courbes représentatives de f et de g sur l'intervalle [-2; 2].

fi) - g9 =2 - 4 (2= 4+ 1)
flo) = g(20) = (x2 = 4)(1 - x - x)
fx) = g(x) = =x(x* - 4)

On en déduit le tableau de signes suivant.

x -2 0 2

P-4 0 e 0
-x + 0 -

flx)-glx) O - 0 + 0

‘€f est au-dessus de (69 sur [0; 2] et en dessous sur [-2 ; 0]. ﬂ
st = [ (g lDdx + [ () - g
A= f;x(x2 -4+ j: ~x(x? - 4ydx B

[ o]
4 -2 4 0

_(—4)2_ﬁ+ [ G
4 4 4 4
A =8u.a.

A vous de jouer ! JlL

Soit fet g deux fonctions définies sur R par:
flx) =x2 -1

etglx)=x+1.

Déterminer |'aire 4, en u.a., du domaine compris entre les
courbes représentatives de fet g sur l'intervalle [-1; 2].

Meéthodes
lienmini.fr/maths-c06-03

Les rendez-vous
Sesamath

= Cours 3 p. 146

- [ Déterminer le signe de f(x) - g(x)
.~ "pour connaitre la position relative

des deux courbes.

Ecrire une égalité entre intégrales et aire

en décomposant l'intervalle initial suivant

le signedef-g.
Calculer les intégrales.

o rreme s

Soit fet g deux fonctions définies sur R par :

flx) =0,25x%2 - x -3

g(x) =-0,5x2 —x+9.
Déterminer l'aire 54, en u.a., du domaine compris entre les
courbes représentatives de fet g sur l'intervalle [-4 ; 4].

) Exercices 69 a 73 p. 155



