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I/ Suites.

Soient deux suites u et w telles que :

e u est inférieure & w & partir d’un certain rang
e u diverge vers +oo

Alors w diverge également vers +o0.

Preuve : Une suite diverge vers +0o quand a partir d’un certain rang, tous ses termes peuvent étre rendus
ausst grands que voulu.

Soit A > 0 (sous-entendu, aussi grand que voulu). Puisque u diverge vers +oo, alors a partir d’un certain
rang p (qui dépend de A), tous les termes de u sont plus grands que A.

Puisque u est inférieure & w a partir d’un certain rang, il existe donc un rang g a partir duquel chaque terme
de u est inférieur au terme de w de méme rang.

Donc, une fois qu’on a dépassé a la fois le rang p et le rang ¢ (c’est-a-dire : a partir du rang r = max(p, q)),
tous les termes de w sont plus grands que A (puisque si on choisit un rang n > r, on a a la fois u,, > A (car
n > p) et w, > u, (car n > q) donc w, > A).

Nous venons bien de démontrer que w diverge également vers 400 (puisque ce raisonnement est valable pour
tout A > 0).0

2. | Soit ¢ > 1. Alors la suite (¢")nen diverge vers +oo.

Preuve : Soient a > 0 et P, la propriété < (1+a)” > 1+ na >. Démontrons que cette propriété est vraie sur
N par récurrence sur n :

e Initialisation : (1 +a)® =1et 1+0 x a =1, donc on a bien (1+a)’ > 140 x a.

e Hérédité : supposons que (1 +a)™ > 1+ na. Alors :

A+a"+1 = (1+a)x(1+a)"
> (14a) x (1+na) :I On utilise I’hypothese de récurrence
= a) X na
On développe
> 1+na+a+na’
> 14 (n+ 1)+ na? :I On fait apparaitre le (n + 1)a de P41
2 n a-+na
2>
14 (n+1)a Jna =0

On vient bien de démontrer P, 41.
e Conclusion : On a bien montré que Vn € N, (14 a)” > 1 + na.
Maintenant puisque ¢ > 1 alors ¢ =14 (¢ — 1) avec (¢ — 1) > 0. On peut donc utiliser la propriété P, avec
a=q—1:VYneN,¢" >1+n(q—1). Or la suite de droite est une suite arithmétique de raison ¢ — 1 > 0
donc diverge vers 4+o00. La suite (¢")nen, minorée par une suite divergeant vers +oo, admet donc la méme
limite.

I/ La fonction exponentielle

S’il existe une fonction f définie et dérivable sur R vérifiant Vo € R, f'(z) = f(z) et f(0) = 1, alors il

3. . s .
y a unicité d’une telle fonction.

Idée de la preuve : On va montrer que si f et g sont deux fonctions vérifiant les contraintes, alors nécessairement

f = g en montrant que i = 1. Pour cela, il faut tout d’abord montrer qu’une fonction vérifiant les contraintes
ne s’annule jamais (pour justifier la division par g).

Preuve : Etape 1 : Soit f une fonction vérifiant les contraintes. Définissons h : x — f(z)f(—z).
h est dérivable sur R (puisque z — f(—x) est dérivable comme composée de f dérivable et d’une fonction
affine, et le produit de deux fonctions dérivables est dérivables), et :

Vo € R, W(x) = f/(z) x f(—a) + f(z) x (~f'(~a)
— f(a) x f(~2) — f(2) x f(~a)
=0

:I Puisque f/ = f
:I On simplifie



Ainsi h est une fonction constante. Or on connait h(0) = f(0) x f(—0) = 1 x 1 = 1. Ce qui veut dire
que Yz € R, f(z)f(—x) = 1. Il est donc impossible que f s’annule (si elle s’annulait en xy on aurait
f(zo)f(—zp) = 0 ce qui est en contradiction avec ce qu’on vient de démontrer.

Etape 2 : Soient f et g deux fonctions vérifiant les contraintes. Définissons la fonction ¢ : x +— %
g(z
i est dérivable sur R (f et g le sont et g ne s’annule pas), et :
/ _ / _
vz € R, i(z) = f'(x)g(x) f2(x)g (z) _ flz)g(z) f2(x)g(x) _0
(9(z)) (9(x))
f(0)

f(z)

Ainsi i est une fonction constante. Or on connait i(0) = W = = = 1. Ce qui veut dire que Vz € R, ﬁ =1.
) gz
On a bien démontré que f = g ainsi, si elle existe, uen fonction qui vérifie ces contraintes est unique.g

==

4 lim e* = +o0.
: T——+00

Preuve : Démontrons que Vx € R,e” > z.

Pour cela considérons la fonction f : z — e* — x et étudions son signe. Pour ce faire, dérivons, étudions les
variations :

Vz € R, f'(x) = €* — 1. Or exp est strictement croissante et e = 1, d’ou le tableau suivant :

T |—o0 0 400
Sgn. |
7'(x) -
Var.

Ainsi f admet un minimum en 0 qui vaut 1, donc Va € R, f(x) > 1. On a bien démontré que Vz € R, e* > x.

De plus, lim x = 400 donc par comparaison, lim e = 400.g
r——+00 T—+00

I1I/ Géométrie dans I’espace

Si P est un plan, alors 3(a, b, c) € R3 non tous nuls et d € R tels que P = {M (z;y; z)|ax + by + cz +d = 0}.
5. | Réciproquement, si (a,b, c) sont trois réels non tous nuls et si d est un réel, alors 'ensemble
P = {M(z;y; 2)|ax + by + cz + d = 0} est un plan de l'espace.

Preuve : Sens direct : soient A(z4;y4;24) un point du plan P, et @ = (a;b;¢) un vecteur normal & P
(c’est-a-dire orthogonal & P et non nul donc a, b et ¢ sont non tous nuls).
T—Th a

Soit M (x;y;z) un point de l'espace. M € P <= A—>Mﬁ> =0 = y—ya | -|b] =0 <=
Z—zA

a(x —x4) + by —ya)+c(z—24) =0 < ar+by+cz+ (—axa—bys —cza) = 0.

On a bien montré qu’il existe trois réels (a,b,c) non tous nuls et un réel d = —axy — bys — cz4 tels que

P ={M(z;y;2)|ax + by + cz +d =0}.n

Sens réciproque : sans perte de généralité, on peut supposer que a est non nul (sinon c’est b ou ¢, et au

—d
lieu de diviser par a on diviserait par b ou c¢). Ainsi le point A = 8 est un point de P : effectivement
0
—d T a
axX —4+bx0+cx0+d=—-d+d=0. Soient M = | y | un point de P et 7 le vecteur | b
a p c
d
— T+ “ d
Alors AM -1 = ya b :a<:13—|—a>—I—by—l—cz:a$+by+cz+d:0pardéﬁnitiondeP.
c

z
Donc I’ensemble P est un plan (c’est le plan perpendiculaire au vecteur w passant par A).q



Soient D une droite et P un plan. Alors D est perpendiculaire a P si et seulement si D est orthogonale
a deux droites sécantes de P.

Preuve :

Sens direct : Soit D une droite perpendiculaire a un plan P. Alors par définition, D est orthogonale a toute
droite du plan P. Donc si on choisit deux droites sécantes de P, D est bien orthogonale a chacune de ces
deux droites.

Sens réciproque : Soient P un plan, D; et Dy deux droites sécantes de ce plan, et D une droite perpendi-

culaire a Dy et Ds.

Soient 7 un vecteur directeur de D, o un vecteur directeur de Dy et o un vecteur directeur de Dy :

e Puisque Dy et Dy sont sécantes, U et ¥ sont donc deux vecteurs non colinéaires de P. Ainsi tout vecteur
de P s’écrit comme combinaison linéaire de i et ¥/.

e Puisque D L Dy, WU =0

e Puisque D L D, WU =0

Soit A une droite de P. Son vecteur directeur @ est donc un vecteur de P donc est combinaison linéaire de

W et U : I(a,b) € R? tels que W = ad + b7

Aloss W - W =7-(ad +bV)=am - U +b1 -V =ax0+bx0=0.Donc D L A. Ainsi D est bien

orthogonale & toute droite de P.g

IV/ Probabilités

7.

Soient A et B deux événements. Si A et B sont indépendants, alors A et B le sont également.

Preuve :

Soient A et B deux événements indépendants. Cela veut dire que P(AN B) = P(A) x P(B) (*).

A et A forment une partition de 1'univers, c’est-a-dire que A| |A = Q, ainsi BN A et BN A forment une
partition de B, c’est-a-dire que (AN B)| (AN B) = B. D’'ou P(AN B)+ P(AN B) = P(B) (**).

En combinant les égalités (*) et (**), on obtient que :

P(A) x P(B)+ P(AN B) = P(B)

P(ANB) = P(B) - P(A) x P(B)

P(ANB)=P(B) x (1— P(4))

P(ANB) = P(B) x P(A)

Ce qui veut exactement dire que A et B sont indépendants.q

Soient A > 0 et X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parameétre . Alors 'espérance
1

de X vaut —.
A

Preuve :
Soient A > 0, X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre A et a > 0. Calculons

/ t x Ae"*dt. Appelons f la fonction définie sur Ry par f(t) = Ate .
0

1
Démontrons que la fonction F' définie sur [0; +o00] par F(t) = (—t - X) e~ est une primitive de f.
1 /
u(t) = —t—X {u(t) = -1
o(t) = e V() = —de M

Ainsi, Vt > 0, F/(t) = =1 x e + < ) e M) A the™N 4 e M = MemN = f(1).

X
i [ [ 1Yo <_a_ _> (_o_ oo (o DYoL

1
Or I'exponentielle ’'emporte sur les puissances ainsi [lim <—a — —) e~ =0, d’'ou
a—+00 A

>z|>~

a
1
lim t x e Mdt = = ce qui veut exactement dire que E(X) =

a—+oo [q A O

>| =



10.

Soient o €]0;1[ et X une variable aléatoire suivant la loi normale A(0,1). Alors Flu, > 0 tel que
P(—ug < X <wuy)=1—au
Preuve :

Soient « €]0;1[ et X une variable aléatoire suivant la loi normale N(0,1). Appelons @ la fonction définie
sur R par ®(z) = P(X < z). On doit résoudre dans ]0; +oo[ I’équation :
Plz<X<z)=1-«

() —P(—2)=1—-«
Pz)—(1—-2(2) =1—«
20(z)—1=1—-a

Par définition de ¢
O(—x)=1—P(x)
On simplifie

A | |

+1
20(z) =2 -«
a )
iiJ =1-—=
(@) =1-2
Or :
0 < o < 1 _
1 -2
0 < @ < = =
2 2
1 x(—1)
0 > -2 > - -
2 2 _-1-1
« 1
1 1-2 L
> 2 > 2

On cherche donc a montrer que dans ]0; +oo[ I’équation ®(x) = k avec k €]0,5; 1] a une unique solution. La

fonction @, sur |0; 4o00[ est continue, strictement croissante (car c’est une fonction d’aire), avec ®(0) = 0,5

et liT ®(x) = 1. Donc par application du théoreme des valeurs intermédiaires dans le cas strictement
T—+00

monotone, on a bien 'existence d’une unique solution de cette équation.

Soient p € [0;1], a €]0;1[ et (X,)nen une suite de variables aléatoires telle que X, suit la loi binomiale

7\/]9(\}_71_]9);])—#1; /p( —p . Alors lim P<X )zl—a.

1 — n
B(n,p). Appelons I,, 'intervalle |p — uq O‘T) 2o el

n—-+4o00

Preuve :

Soient p € [0;1], a €]0;1[ et (X,,)nen une suite de variables aléatoires telle que X, suit la loi binomiale
B(n,p). Soit X une variable suivant la loi normale A/(0,1).

Xn_np

vnp(l —p)

Par application du théoreme de Moivre-Laplace, on sait que la loi de la variable aléatoire ”tend”

vers la loi normale N (0,1), donc :

lim P (—ua < Knomp

<y | = P(_ua <X < ua)-(*)
np(1 —p)
Or par définition de uq, P(—uq < X < wuy) =1—a (¥%).

Partons maintenant de ’encadrement :
X, —np
—Uy < 71 < Ug —
np( - p) % /np(l — p)
—Uug\/np(l —p) < X, —np Uar/np(l — p)

+np
np — Ua/np(l —p) < Xn < np + uar/np(l — p) Q

X 1
< — Sptuag—F7— ~

Pt n = NG

Xn — X
Ainsi P | —uq < =2 _ <y, | =P (—n € In), d’ou le résultat en combinant avec (*) et (**).g
np(l —p) n

n—-4o0o

IN




