Test B de S6P3, décembre 2022 (Sans calculatrice : A1-A4; Avec calculatrice : B1-B4) Sujets et corrections

Exercice A1l 5 points

Quand on lance une piéce, on peut obtenir « pile » ou « face ». Pour chaque lancer, la probabilité
d’obtenir « pile » est la méme que la probabilité d’obtenir « face ». Les résultats des lancers sont
indépendants les uns des autres. Cette piéce est lancée 4 fois. On appelle X la variable aléatoire qui
compte le nombre de « pile » obtenus.

1. Expliquer pourquoi X suit une loi binomiale et donner ses paramétres. 2 points

2. Déterminer la probabilité d’obtenir au plus 1 fois un « pile » lors de ces 4 lancers. 3 points

1. On a répétition (4 fois) de la méme expérience (c’est la méme piéce, qui ne change pas pendant les 4 lancers)
de maniére indépendante (la piéce n’a « pas de mémoire », ’énoncé précise que les lancers sont indépendants).

Les paramétres valent |n =4 |et |p=10,5|

2. On demande P(X < 1) ce que l'on peut calculer comme P(X = 0) + P(X = 1). La formule donne :

4 1\° 1\*° 1 1
P(X:0)2<0>><<§> ><<1—§> :1><1><1—6:1_6

1 4—1
== () () < (-4) " eebed

1 4 5
D P(X = PX=1)=—=+—=|—|
onc P( 0) + P( ) 16 + 16 16
Sinon, on peut aussi dessiner un arbre pour modéliser la situation, ot P = « obtenir pile » et F = « obtenir
4
face » (remarque : F = P). Chaque branche a une probabilité de <§> = 16’ et il y a 5 branches qui

correspondent (elles sont marquées), donc on trouve également une probabilité de 6
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Exercice A2 4 points

On donne les fonctions g et h définies par :

1
g(x) =322 + 3%~ 12 et h(z)=2(z+1).

Calculer ¢'(z) et M (x). 4 points

1
Pour h, on utilise la formule du formulaire, donc ¢/(z) = 3 x 2 x 2271 + 3 X Ixz!=t—0=|6z+ 3|

Pour h, on ne peut pas dériver directement car on n’a pas de formule pour dériver un produit. Il faut d’abord

réécrire h(x) = 2(z+1) = 2x+2. On peut maintenant appliquer la formule du formulaire, ce qui donne | h/(x) = 2.




Exercice A3 3 points

Associer chacune des fonctions suivantes avec son graphe : 3 points

a(z) = 4sin (g) , b(z) =2sin(2x) +2 et c¢(x) =2sin (% <x + %)) .
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1
La fonction a a une amplitude de 4, c’est forcément le graphe D ou E. On peut réécrire a(z) = 4sin <—x>

2
r .. . 27
donc b= 5 ainsi la période est de T = 47, c’est donc |le graphe D |

2
La fonction b a une amplitude de 2 et une valeur moyenne de 2, c’est forcément le graphe A ou C. Le décalage

en x est de 0 donc la fonction se comporte & l'origine comme la fonction sinus : c’est | le graphe C|.

La fonction ¢ a une amplitude de 2 et une période de 47 (méme calcul que pour a), c’est forcément le graphe

1
B ou F. On voit que dans le sinus qu’il s’agit de 3 (x + z) donc c’est en x = —% que P'argument du sinus vaut 0

4

(et donc, que la fonction ¢ est & sa valeur moyenne, qui est ici 0) : c’est | le graphe F|.



Exercice A4

4 points

f est une fonction définie sur [0; +oo].

La représentation graphique de f est donnée ci-dessous.

1. Parmi les trois représentations graphiques ci-dessous, expliquer laquelle est susceptible de re- | 2 points
présenter la fonction [’ fonction dérivée de la fonction f sur [0; +ool.

2. Déterminer une valeur approchée de f/(4,5). 2 points

1. On voit que la fonction f est croissante

jusqu’en x = 1 puis décroissante. La dérivée doit donc étre positive

jusqu’en x = 1 puis négative. Il s’agit de |la courbe Cy (bleue) ‘

2. On peut ici soit exploiter la question précédente, et lire, sur le 2e graphique, I'image de f’ en 4,5 (voir les

traits de construction). On lit environ

f(4,5) ~ —0,2| On pouvait aussi voir, sur le ler graphique, que la

tangente & la courbe de f au point d’abscisse 4,5 était tracée. Alors, le nombre dérivé est juste la pente de
cette tangente. On lit sur le dessin deux points de la droite (voir sur le graphique : A(3;2) et B(7;1)), et la

yp—ya 1—-2 1

pente est alors = —— = .

xgp—1x4 T7-—-3 4



Exercice Bl 9 points

Une entreprise produit des puces d’ordinateur. Chaque puce d’ordinateur produite est fonctionnelle,
de maniére indépendante aux autres, avec une probabilité de 97%.
Un certain jour, l'entreprise produit 500 puces d’ordinateur. On note X la variable aléatoire qui
donne le nombre de puces d’ordinateur fonctionnelles qui ont été produites ce jour-la.
1. Déterminer la probabilité qu’exactement 480 de ces 500 puces d’ordinateur soient fonction- | 1.5 point
nelles.
2. Donner la probabilité qu’au plus 490 des puces produites soient fonctionnelles. 1.5 point
3. Calculer la probabilité suivante et interpréter le résultat : 2 points
P(465 < X < 485)
4. Calculer 'espérance de X et interpréter le résultat dans le contexte de ’exercice. 2 points
5. Calculer l'écart-type de X et interpréter le résultat dans le contexte de I'exercice. 2 points
1. On a répétition (500 fois) de la méme expérience (produire une puce d’ordinateur) de maniére indépendante

(I’énoncé le précise). Donc X suit une loi binomiale de paramétres n = 500 et p = 0,97. On peut alors calculer

_ _ (500 480 500480 _ (000 480 20 :
P(X =480) = <480> x (0,97)*Y x (1 —0,97) = {480 ) % (0,97)*°Y x (0,03)*” ~|0,041 [ On pouvait
aussi utiliser directement binompdf (la fonction de probabilité, en anglais probability distribution function)
avec pour paramétres k = 480, n = 500, p = 0.97, la calculatrice répond également = 0, 041.

On veut calculer P(X < 490). On demande a la calculatrice binomcdf (la fonction de répartition, en anglais
cumulative distribution function) avec pour paramétres k = 490, n = 500, p = 0.97, elle répond .

On demande P(465 < X < 485) ce qu’on peut calculer comme P(X < 485) — P(X < 464) (ces deux calculs
se font avec binomedf, la fonction de répartition, en anglais cumulative distribution function), ou si vraiment
on a oublié cette méthode comme P(X = 465) + P(X = 466) + P(X = 467) + P(X = 468) + P(X =
469) + P(X = 470) + P(X = 471) + P(X = 472) + P(X = 473) + P(X = 474) + P(X = 475) + P(X =
476) + P(X = 477) + P(X = 478) + P(X = 479) + P(X = 480) + P(X = 481) + P(X = 482) + P(X =
483) + P(X = 484) + P(X = 485) (cette 2e maniére est beaucoup plus longue, ces 21 calculs se font avec
binompdf, la fonction de probabilité, en anglais probability distribution function). On trouve , donc
la probabilité de produire entre 465 et 485 puces fonctionnelles sur les 500 est de 0, 54.

. L’espérance de X se calcule comme E(X) = n - p (voir formulaire), c’est-a-dire E(X) = 500 x 0,97 = [485].

Cela veut dire qu’en moyenne, sur un lot de 500 puces d’ordinateur, 485 sont produites fonctionnelles.

L’écart-type de X se calcule comme o(X) = +/n-p- (1 —p) (voir formulaire), c’est-a-dire :

o(X) =+/500 x 0,97 x 0,03 ~ . Cela veut dire que la plupart des lots de 500 puces d’ordinateur auront
entre 481 (485 — 3,81) et 489 (485 + 3,81) puces fonctionnelles.

Exercice B2 6 points

L’agence de voyages de I’Union européenne organise sur une semaine des circuits touristiques com-
prenant dans un ordre donné 8 capitales différentes.

1

2

Cette agence propose aussi pour un week-end, des excursions permettant de visiter 2 villes parmi les

27

Paris sont considérées comme différentes.

. En considérant tous les ordres possibles, calculer le nombre de circuits touristiques possibles | 2 points

comprenant les 8 villes-étapes suivantes : Berlin, Bruxelles, Budapest, Madrid, Paris, Prague,
Rome et Vienne.

. En considérant tous les ordres possibles, calculer le nombre de circuits touristiques possibles | 2 points

comprenant les 8 villes-étapes suivantes : Berlin, Bruxelles, Budapest, Madrid, Paris, Prague,
Rome et Vienne, sachant que le circuit commence par Bruxelles et finit par Paris.

capitales de I’'Union européenne. Les excursions du type par exemple Paris—Bruxelles et Bruxelles—

3. Calculer le nombre d’excursions d’un week-end possibles. 2 points




1. Ici, on est dans un cas ot 'ordre a de I'importance et la répétition est impossible. Du coup, il s’agit d’un calcul
8! 8!

d’arrangement. Il s’agit d’un arrangement de 8 parmi 8, il y en a A(8,8) = W =0
formulaire). A la calculatrice, on peut calculer 8! = |40 320 | ou bien utiliser les arrangements directement.

Remarque : dans le cas oil on a un arrangement qui contient toutes les valeurs comme ici, on parle aussi de

= 8! (c’est dans le

permutation.

2. Cette fois on démarre par Bruxelles et on finit par Paris donc il n’y a que les 6 villes-étapes du milieu a
considérer. Il y a donc 6! = circuits différents.

27! 27!
3. C’est encore un arrangement (de 2 parmi 27). Il y en a A(27,2) = =) =05 = 27 x 26 = 702 Cet

arrangement est beaucoup plus simple & voir sans formule : on a 27 villes possibles pour la premiére, et il en
reste 26 possibles pour la seconde.

Exercice B3 10 points

Les deux parties sont indépendantes.

Partie 1
Le niveau de la mer le plus bas est appelé marée basse, et dans ce cas on dit que le niveau de la mer
est de 0. Le niveau de la mer peut alors étre modélisé par la fonction A suivante :

h(t)=a-sin(b- (t—c))+d

ol ¢ est le temps (en heures) et h(t) est le niveau de la mer au temps ¢ (en métres).
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1. Lire graphiquement les valeurs des paramétres a et d. 2 points

2. En utilisant le graphique, déterminer la valeur du paramétre b. 2 points

1. Les valeurs de h(t) vont de 0 & 12 donc 'amplitude est la moitié, c’est .
De plus, la valeur moyenne est a également (au milieu entre 0 et 12).

2T T

2. On voit que la courbe se répéte au bout de ¢ = 12, donc la période est de 12, c’est-a-dire que b = =5l



Partie 2
La profondeur de I'eau dans un bassin portuaire peut étre décrite par la fonction H suivante, ou ¢
est le temps aprés minuit (en heures) et H(t) est la profondeur de 'eau au temps ¢ (en métres) :

H(t) =6+ 1,8 cos(0,507 - t)
3. Interpréter le sens du nombre 6 dans 'expression de H () dans le contexte de cet exercice.
4. Calculer la profondeur de 'eau a 8h15 du matin.

5. Indiquez, dans le contexte de cet exercice, comment interpréter les valeurs de ¢ qui sont solutions
de I'équation H'(t) = 0.

2 points
2 points
2 points

3. Ici, 6 représente la valeur moyenne de la fonction périodique H, ce qui veut dire que la profondeur de ’eau est

de |6 m en moyenne ‘

4. 11 faut démarrer par convertir! 15 minutes, c’est un quart d’heure c’est-a-dire 0,25 h, donc il faut calculer
I'image de 8,25 (et strement pas de 8,15!). On trouve H(8,25) = 6 + 1,8 - cos(0, 507 - 8,25) ~ 5,09, donc a

8h15 la profondeur est d’environ .

5. H'(t) = 0 cela veut dire que la dérivée est nulle. Pour une fonction périodique, cela veut dire qu’on est
sur un maximum ou un minimum. Les solutions de cette équation sont donc les moments de la journée ou

‘la profondeur est extrémale‘ (minimale ou maximale).

Exercice B4

9 points

Pendant un match de basketball, un joueur doit effectuer un lancer franc. Ce lancer est effectué a
4,6 métres du panier.

On s’intéresse a la trajectoire du ballon lancé par ce joueur. Cette trajectoire peut étre décrite par
une fonction f. Pour x dans [0;4, 6], on définit f(z) comme la hauteur du ballon (en métres), ou
est la distance horizontale entre le joueur et le ballon (en métres).

On donne expression de la fonction dérivée [’ :

f'(z) = —0,8z + 2
1. Donner les valeurs de x ou la balle descend, et les valeurs de = ol la balle monte.

L’expression de la fonction f est en fait la suivante :

f(z) = —0,42% + 22 + 2,5
Un joueur effectue un lancer franc selon la trajectoire donnée par f.
2. Déterminer la hauteur maximale de la balle pendant ce lancer.
3. Tracer le graphique de f.

4. La dérivée de la fonction f est aussi appelée le gradient de la trajectoire. Déterminer le gradient
de la trajectoire quand la balle est a une distance horizontale de 2 métres par rapport au joueur.
Interpréter cette valeur.

2 points

2 points
3 points
2 points

1. La balle descend quand f’(z) < 0, c’est-a-dire :

—0,8r4+2<0
0,8
2<0,8x :I +0, o
=+0,8

2,5<zx

C’est donc pour x > 2,5, et comme z € [0;4, 6] cela donne I'intervalle | [2,5; 4, 6] |.

Du coup la balle descend sur l'autre partie, quand = < 2,5, et comme x € [0;4,6] cela donne 'intervalle

[0;2,5] |

On pouvait bien siir retrouver ces valeurs graphiquement en tapant —0,8x + 2 comme expression de fonction
et en regardant ou c’est positif (au-dessus de I'axe des abscisses) ou négatif (en-dessous de I’axe des abscisses).



2. Ce qu’on vient de faire nous permet de tracer le tableau de variations suivant :

T 0 2,5 4,6
Signe !
de f'(z) i ! -
5
Variations
de f(x)
2,5 3,2

On a rempli les valeurs de la 2e ligne a la calculatrice, en calculant les images de 0, de 2,5 et de 4,6 (ce n’était
pas demandé). La hauteur maximale correspond a f(2,5) = 5, soit .

3. Vu le tableau de variations, on peut donc choisir comme échelle 2 cm pour 1 m sur 'axe des x et la méme
chose sur 'axe des y (ce qui donne un graphique de 12 ¢cm par 10 cm).

0 l l l l
0 1 2 3 4

4. Ici on nous demande f’(2) donc on va remplacer x par 2 dans 'expression qu’on avait au tout début :
f1(2)=-0,8x2+2=[0,4]
Cela veut dire que quand la balle est & une distance horizontale de 2 métres par rapport au joueur, elle
continue de monter : de maniére instantanée, elle monte de 0,4 m verticalement pour chaque 1 m parcouru
horizontalement.



